
 

 

  

  فصل اول

 بردارهـا

  

  معرفي دستگاه مختصات سه بعدي:

اند و آن را اعداد حقيقيz,y,xاست كه در آنها   )z,y,x(هاي مرتب ، مجموعه تمام سه تايي3lRدستگاه مختصات سه بعدي يا فضاي
}بصورت }lR (x, y,z) ; x, y,z lR3 =   دهيم.نمايش مي ∋

  امد بهـدار دو به دو متعتـه خط جهـركب از سـ، يك دستگاه مختصات قائم، م3lRهندسي براي نمايش
  تـتركي اسـمبداء مش O اند.متقاطع Oانند ـاي مهـكه در نقط كنيممحورهاي مختصات را معرفي مينام  
  »مبداء مختصات« O. نقطه شودخط با يك واحد طول سنجيده مي 3در امتداد هر كه از آن نقطه، فاصله  
  حور ـكه شامل م xyكنند، صفحه نام دارد. اين محورها سه صفحه مختصات دو به دو متعامد مشخص مي 

x ها وy ها و صفحهyz  كه شامل محورy ها وz ها و صفحهxzكه شامل محورx ها وzت. ـها اس  
)z,y,x(تايي مرتب با معلوم بودن سه   3ازlR،قطه به طول نx  را بر محورxنقطه به طول  ،هاy   

و موازي  yگذرا از ، صفحهyzصفحه ازي و مو xكنيم. سپس صفحه گذرا از ها رسم ميzرا بر محور  zها و نقطه به طولyرا بر محور 
) بالااند (مطابق شكل سه صفحه متقاطع ،در آنكه  Pنقطه منحصر به فرد .كنيمرا رسم مي xyو موازي صفحه zگذرا ازو صفحه xzصفحه 
)z,y,x(به مختصات اينقطه  تر به طوليا دقيقx عرض ،y  و ارتفاعz شود.ناميده مي  

  مختصات وسط يك پاره خط:

z,y,x(A(رگاه ـه z,y,x(B(و  =111   را روي ABد تصوير قائمـباش ABط ـوس Mو =222
BAپاره خط  xyصفحه   MBAMناميم. با توجه به قضيه تالس در فضا از آنجائيكه مي ′′   باشدمي =

BMMAلذا                                                                    خواهد بود و داريم: ′′=′′

x x

y y
M

z

+

+′

=

1 2

1 2

2

2
0
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ABABدر ذوزنقه، Mينقطه . براي يافتن ارتفاعيكي هستند ′Mو  M از طرفي طول و عرض نقطه MMخطپاره ′′ دو قاعده  موازي ′

 است پس وسط ساق ′Mاست و
22

21 zzBBAA
ZMM M

+
=

′+′
                                      :) چنين استAB(وسط  Mلذا مختصات ′==

)
zz

,
yy

,
xx

( 222
212121 +++

=Μ  

  و اين نكته كه در متوازي الاضلاع قطرها منصف يكديگرند داريم:با توجه به مطالب فوق نتيجه: 









=+=+
=+=+
=+=+

MDBCA

MDBCA

MDBCA

zzzzz

yyyyy

xxxxx

2
2
2

  

  
  :lR3فاصله دو نقطه از هم در فضاي 

)z,y,x(اي به مختصاتنقطه Pاگر  وQ اي به مختصات نقطه)z,y,x( با توجه به شكل برابر  |PQ|يعني  PQباشد آنگاه طول  111
  : با است

(*)                                    
212121 )zz()yy()xx(|PQ|  −+−+−=     

  
  برقرار است: 3lRدر Qو  Pسه ويژگي زير براي طول پاره خط بين دو نقطه 

QPاگر و فقط اگر  |=|PQ:   1ويژگي  =  
|QP||PQ| :   2ويژگي  =  
|RQ||PR||PQ| :داريم3lRاز R:  به ازاي هر نقطه دلخواه 3ويژگي  +≤  

  
  

  به نامساوي مثلثي موسوم است. 3آيند و ويژگي ) بدست مي*هر دو مستقيماً از رابطه( 2و  1هاي تذكر: ويژگي

  

  
  

    :1نكته 

z,y,x(A() فاصله نقطه1( = از محورx 22است با  برابرها
 zy +  

z,y,x(A() فاصله نقطه2(  = از محورy 22برابر است با ها
 zx +  

z,y,x(A() فاصله نقطه3(  = از محورz 22برابر است با ها
0  yx +  

  :2كتهن
z,y,x(A() فاصله نقطه1(  = از صفحهxy برابر است با|z|   
z,y,x(A() فاصله نقطه2( = از صفحهxz  برابر است با|y|   
z,y,x(A() فاصله نقطه3( =از صفحهyzبرابر است باx0 



  
 
 

 

 بردارها: اولفصل هندسه تحليلي و جبر خطي         آموزشي   هاي مجموعه كتاب

 9 6220كد كتاب:

اعدادتوجه:  x,y,z  نقطه فاصــلهبه ترتيبP  از صــفحات مختصــاتyz,xz,xy به همين ترتيب هر نقطه در فضــا با يك  .باشــندمي
  شود. تايي مرتب و برعكس هر سه تايي مرتب با يك نقطه در فضا مشخص ميسه

  مثلاً:باشد، اي كه مربوط به آن صفحه نيست صفر مياي كه بر يك صفحه مختصات منطبق باشد مؤلفههر نقطهدر توجه: 

۔ۖەۖ
ۓ xyM ∈ 			صفحه = Mz 	

xzN ∈ 			صفحه = Ny	T yz∈ 		صفحه	 Tx 0 = 						 
:  ي ديگر آن صفر است،باشد دو مؤلفه محورهاي مختصاتاي روي يكي از توجه:  اگر نقطه   مثلاً

== AA zy محورx  ها∈A  
),,(ها متشــكل از نقاطي به صــورت xبينيم كه مثلاً محوربا اين روش نمايش نقاط، مي 00α  اســت كه در آنα  ،يك عدد حقيقي اســت

),,(متشكل از نقاطي بصورت    xyهمچنين صفحه   0βα   است؛ نقاط محورy ها و محورz  توان ها و بقيه صفحات را به طريق مشابه مي
  نشان داد.

  از مبداء : 3lR درفاصله يك نقطه 

)z,y,x(اتـاي به مختصهـنقط Pكنيم يـفرض م  له نقطه ـباشد و فاصP  از مبداء  
O),,(مختصات يعني =  را با|OP| زاويه ـم الـدهيم در مثلث قائان ميـنشPOA ′   

POطول وتر  22 برابر با ′
 yx POPاست و در مثلث قائم الزاويه  +    OPطول وتر  ′

222برابر 
 zyx   .است ++

  
  
  

P),,(اش از نقطه بيابيد كه فاصلهها yاي روي محور نقطه  : 1مثال ▼ 731   »بار 5 -پرتكرار«                  باشد.   66برابر  =−
:نقاط روي محور    پاسخy، يتنها مؤلفهy دارند يعني طول و ارتفاع اين نقاط صفر است پس مختصات نقطه مورد نظر( , y , )00   است. 0

66272321 =−+−−+− )()y()(  فاصله نقطه مورد نظر تا =P  

( y ) ( y ) + + + =  + =2 21 3 49 66 3 16   
y

( , , )
y

= −
  − =

0

0
0 07 71 )  يا  , , )10 0  

A),,(نقاط  :2مثال ▼ 121 Bو  =− ( , , )= 1 3 C),,(و  2   »بار 13 –پرتكرار «  را پيدا كنيد.   AMهستند طول ميانه  ABCسه رأس مثلث   =215

:طول ميانه    پاسخAM  برابر فاصله رأسA ي تا نقطهM  وسط پاره خطBC .است  

13212231

22
22

2

22
31

2

32
51

2
222 =−−+−+−=

=+=+

=+=+

=+=+

)()()(AM

zz

yy

xx

CB

CB

CB

 M وسط ضلعBC  
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A),,(هايش نوع مثلثي كه رأس : 3مثال ▼ Bو  =004 ( , , )= 0 4 C),,(و  0   »كانون فرهنگي آموزش –آزمون« باشند كدام است؟  =400
  ) قائم الزاويه2    ) متساوي الساقين1
  ) غيرمشخص4    ) متساوي الاضلاع3
  
:آوريم:طول اضلاع مثلث را بدست مي   پاسخ  

3244 222 =−+−+−= )()()(|AB|   
3244 222 =−+−+−= )()()(|AC|   
3244 222 =−+−+−= )()()(|BC|   

  
  

==متساوي الاضلاع است. ABCمثلث  |AC||BC||AB|  

  باشد.) صحيح مي3گزينه (
  
A),,(كه در آن  ABطول تصوير قائم پاره خط  : 4مثال ▼ B),,(و  =321 364   »نون فرهنگي آموزشكا –آزمون «بر است با:       برا xyاست بر صفحه  =−

1 (5  2 (6  3 (7  4 (9  
:كافي است تصويرهاي قائم نقاط   پاسخA,B  را روي صفحهxy  از يكديگر را حساب كنيم: را هاآن فاصلهبه دست آورده و 

 ቐ xy:),,(A),,(A 021321 =′=  تصوير قائم روي صفحه
xy:),,(B),,(B 064364 =′−= تصوير قائم روي صفحه

52614 22 =−+−=′′ )()(|BA|  

 
  باشد.) صحيح مي1گزينه (

   :3lRبردار در فضاي

a,a,a(A(فرض كنيم   توانيم يـد مـباش 3lRفر ازـاي غير صنقطه =321
 دار ط جهتيك پاره خط جهت دار نسبت دهيم. در واقع اين پاره خAبه نقطه

O),,(خطي با نقطه شروع پاره = و نقطه پايان)a,a,a(A      است. =321
توان رسم كرد كه تنها يكي از آنها از مبداء مختصات شروع دار) موازي با يك پيكان دلخواه ميواضح است كه همواره بيشمار پيكان (پاره خط جهت

  گويند.مي» ربردا«شود كه به آن مي
O),,(ي شروع آن دار داشته باشيم كه نقطهاگر يك پاره خط جهت :برعكس = اي غيرصفر مانند باشد آنگاه نقطه پايان آن، نقطه

)a,a,a(A O),,(دار با نقطه شروع هاي جهتخط را نمايش خواهد داد. در نتيجه يك تناظر دو سويي بين پاره =321 = و نقاط غيرصفر
3lR .موجود است  

O),,(دار با نقطه شروع به هر پاره خط جهت تعريف: = 3يك بردارlR گوئيم. اگر اين بردار را با يا به اختصار يك بردار ميa  نمايش دهيم
)a,a,a(ان اين بردارو نقطه پاي a,a,a(a(نويسيم بردار باشد مي 321 a,a,a(a(. در هر بردار =321 321= ،123 a,a,a هاي مؤلفهرا

  نامند.مي aبردار
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 11 6220كد كتاب:

  شود.شود كه از مبداء مختصات شروع ميرز آن مشخص ميهاي موازي و هم طول، هم ارزند، هر پيكان با بردار هم اچون كليه پيكان
  هاي يك بردار:طرز تعيين مولفه

    باشند، آنگاه: zبر محورو  xyبر صفحه  Aتصويرهاي قائم نقطه Rو Nنقاط 3lRاگر در دستگاه مختصات

        RNA +=  
  
  

  باشند، آنگاه: P,Qبترتيب  yو  xرا بر دو محور  Nاگر تصويرهاي قائم نقطه 
QPN +=  

  
RQPAتوان نوشت: بنابراين مي   Aكه تصويرهاي قائم  P,Q,Rبه بردارهاي  .=++

   سهبر  Aهاي برداركنند مولفهرا مشخص مي Aبردار و بر سه محور مختصات هستند  
  گوئيم.محور مختصات مي

  
ABبردار

 :  اگر دو نقطه)z,y,x(A z,y,x(B(و  =111 ABداده شده باشند، بردار  =222


  شود:به صورت زير تعريف مي 
AB OB OA (x x , y y , z z )= − = − − −
  

2 1 2 1 2 1  

  ضرب عدد در بردار:

باشد و مي |a||r|اش برابر با است كه اندازه bبرداري مانند  aدر بردار  rدار باشد حاصلضرب عدد يك بر aيك عدد حقيقي و  rاگر 
در  a,bمنفي باشد  rهم جهت هستند و اگر  a,bمثبت باشد  rاست. اگر يكي  a,bهيچكدام صفر نباشند آنگاه راستاهاي  r,aچنانچه 

 دو جهت مخالفند.
123اگر   a,a,a هاي بردار مؤلفهa  123و b,b,b هاي بردار مؤلفهb :باشند آنگاه  

b||arab

rab

rab

rab

⇔=⇔








=
=
=

33

22

11

  

a,a,a(a(بعبارتي اگر  b,b,b(b(و   =321   است، اگر و فقط اگر:  b||aدر نظر گرفته شوند، آنگاه  =321

3

3

2

2

1

1
b

a

b

a

b

a ==   

  
  

  شود.موازي و هم جهت باشند نامساوي بالا به تساوي تبديل مي  a,bتوجه: اگر بردارهاي غيرصفر 

a,a,a(a(اگر  مجموع دوبردار: b,b,b(b(و  =321   دو بردار دلخواه باشند آنگاه: =321

)ba,ba,ba(bac 332211 +++=+=  
  

|b||a||ba|داريم  a,b: براي هر دو بردار دلخواه نكته    گوييم)(كه به آن نامساوي مثلثي مي +≥+
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   سي جمع و تفاضل دو بردار:تعبير هند

  براي جمع دو بردار، دو روش كلي وجود دارد كه به صورت زير هستند: 
  b، ابتداي بردار b,a: در اين روش، براي جمع دو بردار روش مثلثي )1

  bرا به انتهاي  aدهند. برداري كه ابتداي قرار مي aرا بر انتهاي بردار 
  است: a + bكند، همان بردار متصل مي

  
 دهند: در اين روش، ابتداي هر دو بردار را روي هم قرار ميالاضلاع) روش متوازي2
 الاضلاعكنند. قطري از اين متوازيالاضلاع روي اين دو بردار رسم مييو يك متواز 
 و قطر ديگر كه به a+bمنطبق است، بردار  b,aكه ابتدايش بر ابتداي دو بردار  
   است:a-b كند، بردار مياشاره  aسمت بردار  

a,a,a(a(اندازه بردار  اندازه بردار (طول بردار): 2 برابر است با : =321
3

2
2

2
1 aaa|a| ++=  

  

  داريم: r,sو اعداد حقيقي a,b,c: براي هر سه بردار1 نكته 
abba  (جابجايي) +=+  )1  

c)ba()cb(a (شركت پذيري)  ++=++ )2  
rbra)ba(r +=+ )3  

(r s)a ra sa+ = + )4  
a)rs()sa(r = )5  

aaooa =+=+ )6  
aa =1 )7  
oa = )8  
oro = )9  

a ( a) ( a) a o+ − = − + = )10  
  

    داريم: IR3در  Cو  A ،Bي دلخواه : براي سه نقطه2نكته 

                                 BA AB= −
 

 )2                 AA o=


 )1  
AB AC CB− =
  

 )4    AB BC AC+ =
  

 )3  
  

  
   داريم: Dباشد آنگاه براي هر نقطه دلخواه ABوسط پاره خط M: اگر 3نكته 

DA DB
DM

+=
 

2  
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 داريم:باشد آنگاه براي هر نقطه دلخواه مثلث ها حل برخورد ميانهم : اگر 4نكته  
 

 

 
 

 
 

 
 

  

  
  
  
  

  
  

baبا هم مساوي باشند دو بردار  a,bهاي دو بردار : اگر اندازه 5نكته  baو  + −   
  توان آنها را دو قطر يك لوزي در نظر گرفت.   از لحاظ هندسي مي بالعكس بر هم عمودند و

baba|b||a| −⊥+⇔=  
  
  

  
  
  
a),,(اگر  :5مثال ▼ 312 b),,(و  =− 231 baي بردار باشند اندازه 3lRدو بردار در فضاي  =−−   »بار 6 –پرتكرار «         را بيابيد. 2−

:پاسخ     

25162592
45323131222

=++=−

−=−−−−=−

|ba|

),,(),,(),,(ba
  

  
m,(v,(دو بردار   :6مثال ▼ 321 n,,(v(و  = 542   ر موازي باشند.را چنان حساب كنيد كه دو بردا n,mاند مفروض =
:هاي دو بردار موازي با هم متناسبند.دانيم مؤلفهمي   پاسخ  

6523
54

2
21 ==== n,/m

n

m
v||v  

v),,(اگر  :7مثال ▼ 1321 v),,(و  = 1112 باشد حاصل  =−
|vv|

|vv|

21

21
2
2

+
−

  »81آزاد رياضي «       كدام است؟      

1 (1  2 (6  3( 6
6  4 (2

2  

:پاسخ     
v v ( , , ) v v v v

v vv v ( , , ) v v

 − = −  − = + = −  = = ++ =  + = + + =

1 2 1 2 1 2

1 21 2 1 2

2 0 5 1 2 25 1 26 2 26 12 262 4 1 3 2 16 1 9 26
  

  باشد.) صحيح مي1گزينه (

m,(v,(دو بردار : 8مثال ▼ 311 k,,(v(و  = 422     موازيند آنگاه:    =
  »70سراسري «    

1 (k , m= =6 6   2( k , m= =2 6  
3( k , m= =3 2  4 (k , m= =6 2  
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:زماني دو بردار غيرصفر موازيند كه مضرب يكديگر باشند. يعني داريم:   پاسخ  

263
42

1
21 ==== m,k

k

m
v||v  

  باشد.) صحيح مي4گزينه (

m(a,,(اگر بردار  :9مثال ▼ 12 ba,baدو بردار  |b|=41و  =−   » 85سراسري «          كدام است؟ mعمود بر هم باشند مقدار مثبت −+
1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  
:نكته: اگر    پاسخa,b  دو بردار باشند بردارهايba baو  + |b||a|زماني بر هم عمودند كه  −   باشند و برعكس، يعني: =

|b||a|)ba()ba( =⇔+⊥−  
|a| |b|

m

a (m, , )
| a | m ( ) m

| b |

m m

=

>

= −  = + + − ⎯⎯⎯→ + =
=

 = ⎯⎯⎯→ =

2 2 2 2

02

2 1
2 1 5 41

41
36 6

  

  باشد.) صحيح مي4گزينه (
 

  : جهتبردارهاي يكّه و 

 aگويند. بردار جهت مي» aجهت بردار«باشد  aموازي و هم جهت با برداراي كه گويند. به بردار يكهمي» هيكّ«به هر بردار به طول واحد بردار 
   را از رابطه زير بدست آورد. توان آندهند و مينمايش مي aeرا با

a
|a|

ea

1=  

شود، يعنيكند مشخص ميكه جهت آن را تعيين مي aeكه طول آن است و يك بردار يكّه|a|هر بردار با يك كميت عددي غيرمنفينكته:  
ae|a|a =    .  

k),,(,j),,(,i),,(در بين بردارهاي يكه، سه بردار   111 از اهميت و كاربرد بيشتري برخوردارند. هر بردار دلخواه ===
)a,a,a(a   بنويسيم: i,j,kتوانيم بصورت تركيبي از بردارهاي را مي =321

kajaiaa 321 ++=  

  
kjiaدو بردار :10مثال ▼ 32 kjbو =−+ baeاند مطلوبست تعيين بردار مفروض =−   »بار 14 –پرتكرار «      : +2

:پاسخ                                                                                                             ),,(),,(),,(ba 1121123122 =−+−=+   

                                                                   





=

++
=+

+
=+ 6

1
6

1
6

2112
114

122
1

2 ,,),,()ba(
|ba|

e ba  

  دو بردار دلخواهa,bنكته: (راستاي نيمساز زاويه بين دو بردار) اگر 

baغيرصفر باشند بردار  ee   يا هر مضرب مثبتي از آن، راستاي  +
   است. a,bي بين دو بردارنيمساز داخلي زاويه
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   مختصات: و صفحات بردار روي محورها قائمتصوير 

آن هاي غيرهمنام با هاي تصوير قائم يك بردار بر محورها كافي است مؤلفهبراي بدست آوردن مؤلفه: تصوير قائم بردار روي محورهاي مختصات
  محور مختصات را به صفر تبديل كنيم. لذا :

a,a,a(a(تصوير قائم بردار -1 )ia),,aها برابر است با : xور روي مح =321 11 =  
a,a,a(a(تصوير قائم بردار  –  2 ),ja),aها برابر است با : yروي محور =321 22 =  
a,a,a(a(تصوير قائم بردار  –  3 ),,ka)aا برابر است با : هzروي محور =321 33 =  
  
  

  لذا:  غيرهمنام با صفحه مختصات رابه صفر تبديل كنيم. هايمولفه در اين حالت تصوير قائم بردار روي صفحات مختصات:
a,a,a(a(تصوير قائم بردار  –  1 )a,a,(برابر است با:  xyروي صفحه  =321 21  
a,a,a(a(تصوير قائم بردار  –  2 )a,,a(برابر است با: xzروي صفحه  =321 31   
a,a,a(a(تصوير قائم  بردار  –  3 ),a,a( برابر است با: yzروي صفحه  =321 32   

123، فوقدر شكل  OA,OA,OA  تصاوير قائم بردارA باشند.روي صفحات مختصات مي  

v),,(اندازه تصوير قائم بردار  :11مثال ▼   »71سراسري رياضي «                          كدام است؟ yzبر صفحه  =213

1(5  2(10   3(13   4 (14  
:تصوير قائم بردار    پاسخv  روي صفحهyz  برابر بردار),,(v   است، پس: ′=210

5210 22 =++=′ |v|  
   باشد.) صحيح مي1گزينه ( 

a),,(فرض كنيد  :12مثال ▼ 624   روي صفحات مختصات كدام است؟ aدر اينصورت مجموع تصاوير قائم =−

1( a  2(a2   3(a5   4( a2
3  

:پاسخ     
),2,4( −  تصوير قائم روي صفحه =xy  

a),,( 21248 ))6,,4= مجموع تصاوير قائم −=   تصوير قائم روي صفحه =xz  
)6,2,( −  تصوير قائم روي صفحه =yz  

  باشد.مي ) صحيح2گزينه (

  قرينه بردار نسبت به محورها و صفحات مختصات:

هاي غيرهمنام با محور يا صفحات مختصات را تغيير علامت براي بدست آوردن قرينه بردار نسبت به محورها و صفحات مختصات كافي است مؤلفه
  دهيم. لذا :

a,a,a(a(قرينه بردار  –  1 )a,a,a(برابر است با:  xنسبت به محور  =321 321 −−  
a,a,a(a(قرينه بردار  –  2 )a,a,a(برابر است با:  yنسبت به محور  =321 321 −−  
a,a,a(a(قرينه بردار  –  3 )a,a,a(برابر است با:  zنسبت به محور  =321 321 −−  
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a,a,a(a(قرينه بردار  –4 )a,a,a(برابر است با:  xyنسبت به صفحه  =321 321 −  
a,a,a(a(قرينه بردار  –5 )a,a,a(برابر است با:  yzنسبت به صفحه  =321 321−  
a,a,a(a(قرينه بردار  –6 )a,a,a(برابر است با:  xzنسبت به صفحه  =321 321 −  

  
aاگر بردار : 13مثال ▼ mkjiaقرينه بردار  ′′ ++−= ′′=38و  xنسبت به محور  32 |a|  مقدار باشدm 0( كدام است؟>m(  

1( 7=m    2 (3=m    3( 5=m     4( 4=m  
  
:اگر     پاسخa |a||a|نسبت به صفحات مختصات يا محورهاي مختصات باشد آنگاه  aقرينه بردار  ′′   و داريم: =′′

5253832 2222 ±=→==++− mmm)(  
  باشد.) صحيح مي3پاسخ گزينه (

  تعريف ضرب داخلي دو بردار:

صورت دهيم به نمايش مي b.aرا كه با نماد  bدر  aزاويه بين آنها باشد در اينصورت ضرب داخلي  θدو بردار غيرصفر و  a,bكنيم فرض مي
a.b                                                                                                                     كنيم:زير تعريف مي | a | | b |cos= θ  

  حاصلضرب داخلي دو بردار برابر است با حاصلضرب اندازه يكي در اندازه تصوير ديگري بر آن. روروبهبا توجه به شكل 
  كنيم: يو يا هر دو صفر باشند آنگاه زاويه بين آنها قابل تعريف نيست در اين حالت قرار داد م bيا  aاگر يكي از دو بردار 

=b.a  
  

  توجه كنيد كه حاصلضرب داخلي دو بردار كميتي اسكالر است.
  گردد.ي زير ارائه مياي (داخلي) دو بردار كه جنبه كاربردي زياد دارد در قضيهفرمول دوم ضرب نقطه

a,a,a(a(قضيه : هرگاه  b,b,b(b(و  =321   زاويه بين آنها باشد آنگاه: θدو بردار و  =321
332211 bababacos|b||a|b.a ++=θ=  

  ها داريم:طبق رابطه كسينوس OABاثبات: در مثلث 
θ−+=− cos|b||a||b||a||ba| 2222  

θ−+++++=−+−+− cos|b||a|bbbaaa)ba()ba()ba( 22
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
33

2
22

2
11  

θ−=−−− cos|b||a|bababa 2222 332211  

θ=++ cos|b||a|bababa 332211   	 a.b 																				ധധധധധധധധധ																				تعريف		بر	بنا		
  

  
  
  
  
  
  

 .نسبت به صفحات مختصات يا محورهاي مختصات باشد آنگاه  قرينه بردار   نكته: اگر  
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m(a,,(ي دو بردار هم اندازه :14مثال ▼ n,,(b(و  =12 babaبراي آن كه  .مفروضند =−21 eee كدام مقادير زير  n باشد، +=+
                                تواند بپذيرد؟را مي

1 (1±  2( 2±  3 (22±  4( 2±  
:پاسخ     

                      mnmnnm|b||a| ±==+=+= 2222   :طبق فرض33
  باشد. 120°كه زاويه بينشان شود مي 1اش جمعشان هم اندازه است وقتي 1شان برابر هر دو اندازه beو  aeوقتي دو بردار 
babaچون  ،مطابق شكل  eee    است لذا داريم: 120برابر ْ a,bپس زاويه بين دو بردار  +=+

        
 

     
(*))(nmnmcos|b||a|b.a 2

132322120 −×++=+−°=  










±==++−=−⎯→⎯−=

±−==−++−=−⎯→⎯=

14332
12

5201432
122

22

22

nn)n(mn

nnn)n(nmn

(*)

(*)

 

 

  
  

  باشد.) صحيح مي1گزينه (
kjiaاگر  :15مثال ▼ 22 jibو  =−+   »بار 10 –پرتكرار «   را بيابيد.        b,aي بين دو بردار باشند زاويه =−

:پاسخ     
332211 bababacos|b||a|b.a ++=θ=  

2111222121222122 ×+−−+×=θ+−+×+−+  ))((cos)()()()()()(  

42
2

2
11223 π=θ==θ+=θ× coscos  

A),,(نقاط  :16ال مث ـ▼ 312 B),,(و  =− 235 m,(C,(و  =− را چنان بيابيـد كـه ايـن     mباشند. مقدارمختصات سه رأس يك مثلث مي =124
  »بار 15–پرتكرار «      قائمه باشد.   Bمثلث در رأس

  
:پاسخ     

BC ( , m , )

BA ( , , )

 = − −


= − −




1 2 3 3
3 4 5

  

BA BC BA.BC⊥  θ = ° =
 

90 0  

4
1505343231 ==+−−+−− m)())(m())((  

AB.ACحاصلضرب داخلي   3رو به طول يال در مكعب شكل روبه :17مثال ▼ AC.AD+
   

  »85آزاد رياضي «چقدر است؟         
1(9      2 (18    
  27) 4    ) صفر    3
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:اگر طول يال مكعب را گيريم. هاي مكعب در نظر ميرأساز مطابق شكل زير مبداء مختصات را يكي    پاسخa  :در نظر بگيريم، داريم  
  

a

AB ( a,a, )

AC ( ,a, a) AB . AC AC. AD ( a )( a ) a

AD ( , , a)

AB . AC AC. AD=

 = −
 = −  + = + + + + =
 = −

⎯⎯→ + = × =



    



   

2 2 2

3

0
0 0 0 0 0 2
0 0

2 9 18

  

  باشد.) صحيح مي2گزينه (
  و بردار چند درجه است؟ن دبي ي هر يك از دو بردار است. زاويههاي مساوي برابر با مربع اندازهحاصلضرب داخلي دو بردار با اندازه :18مثال ▼

  »78سراسري رياضي «  
  90) 4  45) 3  30) 2  ) صفر1
:دو بردار    پاسخa,b هاي مساوي كه زاويه بين آنها به اندازهθ گيريم، طبق فرض داريم:است را در نظر مي  

a | | b | a.b | a | cos | a | cos=  = θ =  θ =  θ=2 2 1 0  
  .باشد) صحيح مي1گزينه (
|b||a|درجه و  60برابر ْ a,bزاويه بين دو بردار  :19مثال ▼ b(a(است، زاويه بين  =2   »77سراسري تجربي « چقدر است؟     aو بردار  +−

1ْ (30  2ْ (45  3ْ (90  4ْ (120  
:اول:راه حل    پاسخ   

              
|ba||a|

cos|b||a||a|
|ba||a|

b.a|a|
|ba||a|

)ba.(a
cos

−
°−=

−
−=

−
−=θ 6022

|ba|

|b|

|ba|

|b||b|

|ba|

|b||a|

−
=

−

−
=

−

−
= 2

32
122

1
    

  

|ba|حال اگر    آيد.بدست مي θcosپيدا كنيم  |b|را برحسب  −

|b||ba|cos|b||a||b||a||ba| |b||a| 3602 222 =−⎯⎯ →⎯°−+=− =  

°=θ==
−

=θ 302
3

32
3

2
3

|b|

|b|
|ba|

|b|
cos  

  
  باشد زيرا:مي bيبرابر اندازه bبر امتداد بردار aراه حل دوم : اندازه تصوير قائم بردار

|b||b|cos|a||a| =×=°=′ 2
1260  

  
baAAبا توجه به شكل داريم:  −=′  

a,baبنابراين زاويه بين بردار     ت.درجه اس  30برابر ْ −
  باشد.) صحيح مي1گزينه (
jiaبرروي دو بردار  :20مثـال  ▼ 33 kjibو  =+ ي بين دو قطر اين متـوازي الاضـلاع   متوازي الاضلاعي ساخته شده است. كسينوس زاويه =−−2

  »92خارج از كشور رياضي سراسري «         كدام است؟

1( 4
1  2( 3

1  3( 2
1  4( 3

2  
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:اگر    پاسخθ الاضلاع در نظر بگيريم، داريم:ي بين دو قطر اين متوازيرا زاويه  
dkjiba,ckjiba =++=−=−+=+ 242224  

2
1

2424
488 =−+==θ

|d||c|

d.c
cos  

  باشد.) صحيح مي3گزينه (
  
  » 83آزاد رياضي «   عددي بزرگتر است؟ ،با توجه به شكل، كدام گزينه :21مثال ▼

1((AB) . (AD)
 

        

2( (AB) . (AE)
 

  
3 ((AD) . (AC)

 
     

  ) هر سه يكسان است.4
  
:بينيد، راستاي بردارهاي همانطور كه در شكل مي پاسخAB


ADو  


ها را كه براساس حداقل يكي از اين دو بردار بيـان شـده اسـت بـا     يكسان است. پس گزينه

  كنيم.هم مقايسه مي
  
  

برابـر اسـت بـا حاصـل ضـرب       a,bهمانطور كه در تعريف ضرب داخلي ذكر شـد، ضـرب داخلـي دو بـردار     
 C,Eهاي قائم نقاط ر قائم ديگري بر آن بردار؛ اگر تصويري تصويي يكي از آن دو بردار در اندازهاندازه

ABروي راستاي بردار 


AD(يا  


C,E)، نقاط   باشند، آنگاه: ′′
  
  

 

۔ۖۖەۖۖ
گزينهሺ1ሻۓ ∶  AB . AD AB AD= ×

   

ሺ2ሻگزينه ∶  AB . AE AB AE′= ×
   

ሺ3ሻگزينه: AD . AC AD AC′= ×
   

   ⇒  AD . AC AB . AD AB . AE< <
        

  باشد.) صحيح مي2بنابراين گزينه (

  تصوير قائم و قرينه بردار نسبت به بردار ديگر: 

a,aهرگاه بردار    باشد آنگاه: θبرابر  a,bباشند و زاويه بين دو بردار  bه بردار نسبت بaترتيب تصوير قائم و قرينه بردار ه ب ′′′
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